
FREDRIK GRONVOLD AND ERLING ROST 13 

between the palladium atoms, are considered to be 
chiefly of metallic character. This is apparent from the 
palladium-palladium distances, which are only slightly 
larger than the distance 2.7505 /~ in metallic palla- 
dium according to the data by Swanson & Tatge (1953). 
The varying bond distances between the palladium 
atoms are probably a compensation for the lack of 
coordination symmetry. 

The authors express their appreciation to Prof. 
Haakon Haraldsen for his interest in this study and 
for making laboratory facilities avaiable. 
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Phasenbes t immung  durch Ouadrierung der Elektronendichte im Bereich 
von 2 A- bis 1,5 A-Aufl6sung 
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und Abteilung fi~r Strulcturforschung am Physilcalisch-Chemischen Inst i tut  der Technischen Hochschule 

M iinchen, Deutschland 

(Eingegangen am 26. Januar 1961) 

An approximate method for the phase determination of additional structure factors, necessary for 
increasing the resolving power of the electron-density projection from 2 to 1.5 A, is described. 
This method, which is of special interest for phase determination of protein crystals, is based on 
the similarity between the squared 2 _~ projection and the 1.5/~ electron-density map of structures 
containing light elements only. The method is applied to some examples. 

Einleitunp, 

Die fiir die Strukturuntersuchung yon Protein-Einkri- 
stallen bisher ausschliesslich verwendete Methode des 
multiplen isomorphen Ersatzes erfordert die Parallel- 
untersuchung einer grSsseren Anzahl yon isomorphen 
Schweratomderivaten des Proteins. So mussten z. B. 
im Falle der Strukturuntersuchung yon Myoglobin 
insgesamt 6 verschiedene Kristallsorten gleichzeitig 
untersucht werden (Bodo et al., 1959). Die damit 
verbundene Vervielfachung der experimentellen Ar- 
beitszeit ist bei den grossperiodigen Proteingittern 
derart betr~tchtlich, dass bisher die Strukturanalyse 
nur bis zu einer willkiirlichen AuflSsungsgrenze yon 
2 2~ (im Falle yon Myoglobin) (Kendrew et al., 1960) 
vorangetrieben werden konnte. Die Anwendung der 
~Iethode des multiplen isomorphen Ersatzes wird 
ferner durch eventuelle kleine Abweichungen der 
Isomorphie der einzelnen Derivate beeintr/~chtigt; 
solche Phasenfehler wirken sich wiederum bei hohen 
AuflSsungen besonders aus. 

Eine AuflSsung yon 2 A gestattet bereits ein weit- 
gehendes Erkennen der atomaren Struktur, wenn die 
entsprechenden Fouriersynthesen mit Kenntnis der 
bekannten Atomabstiinde, Bindungswinkel und an- 
derer stereochemischer Daten interpretiert werden. Es 
erscheint daher mSglich, ein Modell auf Grund der 
Ergebnisse der 2 A-AuflSsung zu konstruieren und die 
aud diesem Modell berechneten Phasen yon Struktur- 
faktoren zur Phasierung der experimentell gemessenen 

Strukturfaktoren einer AuflSsung yon 1,5/~ zu ver- 
wenden.* 

In der vorliegenden Arbeit wird nun ein neues 
Verfahren fiir eine N~herungsbestimmung dieser l~est- 
phasen vorgeschlagen. Es beruht auf gewissen all- 
gemeinen strukturellen Zfigen der Elektronendichte- 
funktion in bestimmten AuflSsungen und liefert eine 
Elektronendichte-Projektion mit einer AuflSsung yon 
1,5 2~ ohne modellm/~ssige Vorstellungen. Diese Elek- 
tronendichte-Projektion kann zur Aufstellung eines 
Modelles benutzt werden, das dann selbstverst/~ndlich 
fiber wechselseitige Berechnungen yon Elektronen- 
dichte-Projektionen und Modellstrukturfaktoren wei- 
ter verfeinert werden kann. Da dieses Modell auf einer 
- - w e n n  auch noch mit Phasenfehlern v e r s e h e n e n -  
Elektronendichte-Projektion hSherer AuflSsung (1,5/~) 
beruht, (die naturgem/iss zus~tzliche experimentelle 
Informationen enth/~lt) so sollte das Aufstellen des 
ersten Modells mit grSsserer Sicherheit als aus der 
2/~-Elektronendichte-Projektion mSglich sein. Vor- 
aussetzung ist natfirlich, dass der Phasenbestimmungs- 
prozess nicht derartige Fehler einftihrt, dass die 
zus~tzlichen Fourierkoeffizienten das urspriingliche 
2 /~-Bild verschlechtern. Zur Beurteilung der Giite 
der Phasenbestimmung wurden daher im Laufe dieser 
Arbeit Testbeispiele durchgerechnet. 

* Dies ist die experimentell ungef/~hr erreichbare Grenz- 
aufl5sung bei Proteinkristallen. 
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Grundgedanken des Verfahrens 
Berechnet man eine Fouriersynthese einer aus gleichen 
Atomen bestehenden beliebigen Kristal lstruktur mit 
einer Aufl6sung, in der alle Atome getrennt sind, und 
quadriert man diese Elektronendichte-Projektion, so 
erhi~lt man bekanntlich ein Abbild der gleichen Struk- 
fur, in welchem die Atommaxima verschiirft sind 
(Sayre, 1952). Hat  man die urspriingliche Fourier- 
synthese bei einer bestimmten Aufl6sung abgebrochen, 
so erhi~lt man durch iiu'e Fouriertransformation die 
gleiche Anzahl der Fourierkoeffizienten zurtick, wie 
sic in die Rechnung eingegeben wurde. Ffihrt man 
hingegen eine Fouriertransformation der quadrierten 
Elektronensynthese durch, so erhi~lt m a n -  wie aus 
Faltungss~tzen unmittelbar abgeleitet werden kann 

zu den urspriinglichen Fourierkoeffizienten neue 
Fourierkoeffizienten hSherer AufiSsung. Diese Be- 
ziehung l~sst sich verallgemeinern: durch Berechnung 
einer geniigend hohen Potenz der Elektronendichte 
einer ausreichend aufgel5sten Synthese lassen sich 
beliebig viele Strukturfaktoren der dieser Elektronen- 
dichte-Projektion zugrunde liegenden Punkts t ruktur  
durch Fouriertransformierung und ohne Rfickgriff auf 
ein Modell berechnen. 

Dieser Weg zur Gewinnung der Strukturfaktoren 
hSherer Aufl6sung scheint zungchst im oben disku- 
tierten Falle der Eiweissstruktur nicht anwendbar, da 
bei einer AufiSsung yon 2 A die hauptvalenzmitssig 
gebundenen Atome nich~ mehr voneinander getrennt 
sind. Tats~chlich ist aber - -  in Verallgemeinerung des 
Sayre'sehen Postulates - -  nicht die AuflSsung der 
Atome wesentlich, sondern die qualitativ ~hnliche 
Struktur  yon zwei Fouriersynthesen verschiedener 
Aufl6sung. Nun lassen sich die atomaren Bindungs- 
absti~nde einer organischen Struktur  in zwei Gruppen 
einteilen: In  die erste Gruppe fallen die Hauptvalenz- 
bindungen, welche zwischen ca. 1,2 und ca. 1,5 /~ 
betragen. Den ktirzesten Nebenvalenzabstand mit ca. 
2,7 ~ hat  die Wasserstoffbindung; die Abstimde von 
dureh Dispersionskr~fte aneinander gebundenen aro- 
matischen Gruppen liegen zwischen ca. 3,4 bis ca. 
4,5 /~. Nun sind sowohl bei einer Aufi6sung yon 2 
wie bei einer AuflSsung von 1,5 /~ die Hauptvalenz- 
bindungen noch nicht getrennt;  hingegen reicht so- 
wolff die AuflSsung yon 2 A wie natiirlieh auch die 
Aufl6sung yon 1,5 A zu einer Trennung der durch eine 
Wasserstoffbindung verbundenen Atome aus. Man 
muss daher erwarten, dass die Elektronendichte- 
Projektionen bei 2 _~ und bei 1,5/~ einander qualitativ 
'/~hnlich' sind, d .h . ,  dass sic im wesentlichen aus 
kontinuierlichen Ansammlungen yon Elektronendiehte 
1/~ngs der Hauptvalenzbindungen bestehen. Der Quer- 
schnitt dieser Elektronendichtesehlangen ist natfirlich 
yon der AuflSsung abh/~ngig. Man kann daher er- 
warren, dass eine Zuspitzung durch Potenzierung der 
Elektronendichte ein Bild liefert, welches dem wahren 
Bild geniigend iihnlich ist, um durch Fouriertransfor- 
marion N/~herungswerte ffir die Phasen der zusiitz- 
lichen Strukturfaktoren liefern zu kSnnen. 

Testbeispiele 

Die praktische Erprobung dieses Gedankens ~ r d e  an 
zwei einfachen Modellstrukturen durchgefiihrt, welche 
verzerrten, v611ig gestreckten Peptidketten entspre- 
chen. Die (willkfirliche) Verzerrung dieses (ebenen) 
Peptidkettenmodells sollte eine allzu hohe Symmetric 
des Modelles beseitigen. Giinstiger w~ren nichtebene 
Modelle (etwa ein Teil einer a-Helix), doch wurde yon 
deren Durchrechnung wegen des hohen Rechenauf- 
wandes abgesehen. Eines der Modelle ist zentro- 
symmetrisch, das andere azentrisch. Es wurden drei- 
dimensionale Schnitte in die Ebene der Peptidkette 
gelegt, wobei vorausgesetzt wurde, dass die (drei- 
dimensional angenommene) Messung der Struktur- 
faktoren bei je 3 AuflSsungen* (2,5, 2, 1,5 J~) abge- 
brochen wurde. Es wurde kein Temperaturfaktor 
beriicksichtigt. Da die Atomformfaktoren yon C, N, O 
bei 1,5 A, besonders aber bei 2 und 2,5 /~ AuflSsung 
noch hohe Werte besitzen, bedingt diese Vernach- 
l~ssigung Abbruchfchler bei der Modellrechnung, die 
jedoch - -  wie unsere Ergebnisse zeigten - -  genfigend 
klein waren. Bei Proteinstrukturen sind diese Ab- 
brucheffekte wegen des hohen natiirlichen Tempera- 
turfaktors sehr viel schw~cher. 

/ 

b 

Fig. 1. Asymmetrisches Modell, Aufl6sung 2,5 A. 
Elementarzelle: a----4,73, b----6,68 A. 

b 

Fig. 2. Asymmetrisches Modell, Aufl6sung 2 /~. 

* Definition der Aufl6sung: Kleinster Netzebenenabstand 
der in die Fouriersynthese eingegebenen Strukturfaktoren. 
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Wir betrachten zun/~chst die Abbildungen des azen- 
trischen Modelles in den verschiedenen AuflSsungen 
in den :Figuren 1 bis 3. Es ist deutlich zu erkennen, 
dass bei einer AuflSsung yon 2,5 A nur ein sehr un- 
scharfes Bild der Peptidkette resultiert. Es erscheinen 
zwar schon die Peptidketten getrennt, aber die Dichte- 
sattel an den Stellen kiirzester 'Nebenvalenzbindungen' 
(vgl. A in Fig. 1) sind nur um wenig niedriger als die 
Stellen geringster Elektronendichte in der Peptidkette 
(vgl. B in :Fig. 1). Von einer auch nur andeutungs- 
mi~ssigen Zuordnung yon Atomen zumDichtebild kann 
wohl noch kaum die Rede sein. 

0 b 

12 

Fig. 3. Asymmetrisches Modell, Aufl6sung 1,5 •. 

Die Abbildung mit niichsthSherer AuflSsung (2 J~, 
Fig. 2) erniedrigt nun betr~chtlich den Sattel bei A 
und l~sst auch das Niveau der Dichte innerhalb der 
Ket ten weitgehend gleichm~ssig erscheinen (vgl. B). 
Vergleicht man dieses Bild (Fig. 2) mit der h6chsten 
AuflSsung (1,5/~, Fig. 3), so ist die AuflSsung zwischen 
den Peptidketten kaum viel besser als in :Fig. 2. Die 
Trennung der hauptvalenzmiissig gebundenen Atome 
ist ebensowenig mSglich wie in :Fig. 2, doch kann man 

im Gegensatz zur :Fig. 2 - -  die zickzackf6rmige 
Struktur  der Ket te  an Ausbuchtungen der Diehte bei 
E und insbesondere bei F erkennen. Es ist damit Mar, 
dass :Fig. 3 eine bessere Lokalisierung der Atome der 
Peptidkette gestattet.  

:Fig. 4 zeigt nun die quadrierte Elektronendichte 

0 b 

Fig. 4. Asymmetrisches Modell, Aufl6sung 2 /I~ quadriert.  

yon Fig. 2. Die qualitative J~hnlichkeit zwisehen Fig. 3 
und :Fig. 4 ist bemerkenswert, wenn natfirlich auch die 
Dichteausbuchtungen E und F (Fig. 3) in :Fig. 4 ebenso 
wenig sichtbar sind wie in der nichtquadrierten Syn- 
these von Fig. 2. Wendet man nun den vorgeschlagenen 
Phasenbestimmungsprozess an, d .h . ,  bestimmt man 
anlehnend an das Sayre'sche Verfahren durch :Faltung 
im reziproken g a u m  oder durch Riicktransformation 
der quadrierten Dichtefunktion* Ni~herungsphasen 
fiir die neu hinzutretenden :Fourierkoeffizienten (deren 
Absolutwerte als 'gemessen' vorliegen), so ergibt die 
:Fouriersynthese das Bild yon Fig. 5. Man erkennt 

Fig. 5. Asymmetrisches Modell, Fouriersynthese, Aufl6sung 
1,5 ~ ;  Phasen der Fourierglieder 2 bis 1,5/~ aus der qua- 
drierten Fouriersynthese der 2 A-Aufl6sung bestimmt. 

Fhk 

(3,0,0) (3,1,0) (2,2,0) 

A . . . . . . .  

(2,3,0) (0,/4,0) (1,4,0) 

(3,0,0) (3, (2,2,0) 

(2,~,0) (0 ~ ~ 0,~~0) 
~~ . . . . . . . . . . .  

Fig. 6. Vergleich der zus/~tzlichen Strukturfaktoren (2 bis 
1,5 A Aufl6sung). Ausgezogen: aus dem Modell berechnet, 
strichliert: aus quadrierter Elektronendichtesynthese (in 
2 A-Aufl6sung) bereehnet. 

* In  unseren I~echnungen wurden die Fourierkoeffizienten 
durch Riicktransformation gewonnen. 
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sofort, dass nun auch - -  im Gegensatz zu Fig. 4 - -  
Dichteausbuchtungen bei E und F auftreten, welche 
wie in Fig. 3 die Zickzackstruktur der Peptidkette 
andeuten. Das Bild in Fig. 5 ist damit eindeutig 
reicher an chemischer Information als die Bilder von 
Fig. 4 bzw. Fig. 2, wenn auch die nur n~herungsweise 
bestimmten Phasen tier zus~tzlichen Fourierkoeffi- 
zienten nicht die volle Bildqualit~t yon Fig. 3 zu- 
lassen. In Fig. 6 sind zur weiteren Beurteilung der 
Gfite der Phasenbestimmung die neu hinzutretenden 
Strukturfaktoren der quadrierten Elektronendichte- 
Projektion (Fig. 4) mit den berechneten Struktur- 
~aktoren des Modells (Fig. 3) verglichen; der gemit- 
telte Phasenfehler ist ungef~hr 39 °. 

In den Figuren 7, 8, 9, 10, 11 ist das Ergebnis der 
gleichartigen l~ectmung fiir ein zentrosymmetrisches 
Modell enthalten. Entsprechend der Zentrosymmetrie 
ist das Ergebnis bier sogar noch g(instiger. Tabelle 1 
vergleicht die Strukturfaktoren der quadrierten Syn- 
these (Fig. 10) und der 1,5 A-Synthese yon Fig. 9. 

Die neu hinzutretenden Strukturfaktoren liegen 
ausserhalb der gestrichelten Umrandungslinie. Von 
22 Strukturfaktoren haben nur 2 Strukturfaktoren 
~alsches Vorzeichen, w~hrend drei weitere Struktur- 
faktoren im Vorzeichen unbestimmt bleiben, da ihre 
Absolutwerte in der quadrierten Struktur gleich Null 
sind. 

0 b 

Fig. 7. Zentrosymmetrisches Modell, AuflSsung 2,5 /~. 
Elementarzelle : a ~ 9,46, b-~ 6,68 /~. 

o 

2 

b 

- 

Fig. 8. Zentrosymmetrisches Modell, Aufl6sung 2 A. 

Fig. 9. Zentrosymmetrisches Modell, Aufl6sung 1,5 A. 

0 b 

Fig. 10. Zentrosymmetrisches Modell, Aufl6sung 2 A quadriert.  

.... "L 

b 

. .  j 

u u  

Fig. 11. Zentrosymmetrisches Modell, Fouriersynthese, Auf- 
16sung 1,5 A~ Vorzeichen der Fourierglieder 2 bis 1,5 A aus 
der quadrierten Fouriersynthese der 2 A-AuflSsung be- 
stimmt. 

Es ist an sich nicht unbedingt erforderlich, durch 
Quadrierung zu versch~rfen; jede Potenzierung mit 
einem Exponenten grSsser als Eins Ifihrt, wie bereits 
eingangs erw~hnt, zu neuen Fourierkoeffizienten 
hSherer Ordnung. Wir haben aber auf eine einfache 
empirische Weise zeigen kSnnen, dass die Quadrierung 
ffir Bilder organischer Strukturen mit AuflSsungen 
yon 2 und 1,5 /~ gut angepasst ist. Vergleicht man 
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Tabelle 1. Vergleich der Strukturfaktoren der quadrierten Elektronendichte (eingeklammerte Werte) mit den 
berechneten Strukturfaktoren des Modells 

Zentrosymmetrisches Modell 

h--+ 0 1 2 3 
(0,3) 3,2 (--0,9) --0,4 (0,3) --0,6 

............. (6j  ........... 612 ......... ( 3 ; 7 i 5 ; i  ........... ( L g j  ...... " E 7  ..... i ....... !.°,.S..! ....... 4 , 0  . . . . .  

(--10,4) --9,6 (1,1) 1,2 (--0,5) --2,2 (3,6) 3,8 
] (0,4) --0,1 (3,9) 4,0 (8,1) 7,3 (--2,6) --2,4 
0 (39,1) 37,1 (0,2) 0 (-- 13,6) -- 13,6 (0,8) 0,6 
1 (0,4) --0,1 (4,8) 4,1 (--8,0) --7,0 (--2,7) --2,3 

4 5 6 

(--0,9) --1,9 
(o) 2,0 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(2,9) 5,4 
(6,2) 6,9 

(--2,2) --4,3 
2 (--10,4) --9,6 (--0,5) 0 (--0,8) --2,4 ....(..--..5.,..2..).....-:...4..,.7.....i (0) 2,8 

........ ! . - .0 . , ! . !  . . . . . . .  . 0 , 2  . . . . . . . .  ( - ~ , ~ ! . . . . . - . . 5 . 0  . . . . . . . . . . . . . . .  . ( . . , . , . : . !  . . . . . . . . .  ~ . , ~  . . . .  ~ ( 0 , 6 )  4 , 4  ( 0 , 3 )  1 ,2  

4 (0,3) 3,2 (0,5) 0,8 (0,2) -0,6 

(--0,7) 0,3 
(Lo) 1,2 
(0,5) 0,5 
(0,7) 1,4 
(0,5) 0,3 

(o) o 
(--1,9) --2,7 

(o) - o , 3  

ni~mlich den Abfall der Dichte zwischen zwei Atomen 
(Nebenvalenzabstand yon 3-4 A) in den quadrierten 
Synthesen (Fig. 4 und 10) und den Synthesen mit 
1,5 /~ AuflSsung (Fig. 3 und 9), so finder man, dass 
dieser Abfall ungefi~hr gleich ist. In Fig. 12 ist dieser 
Vergleich durchgefiihrt. 

400 

300 

20( 

10( 

J \ 
J \ 

1 2 3 4 

Fig. 12. Querschnitt eines yon seinen Nachbarn ca. 3-4 A 
entfernten Atoms; (a) in der quadrierten 2 A-Synthese 
(strichliert), (b) in der 1,5-Synthese (ausgezogen). 

Enthalt  eine Struktur wenige schwere Atome (z. B. 
Fe in Myoglobin), werden die Strukturfaktoren der 
quadrierten Elektronendichte durch das zu hohe Ge- 
wicht der Schweratome verfalscht; es ist dann er- 
forderlich, dieses Gewicht dutch Subtraktion der 
Strukturfaktoren einer, nur Schweratome enthaltenden 
Teilstruktur entsprechend zu reduzieren. 

Die Testbeispiele zeigen, dass das vorgeschlagene 
Verfahren zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt: Das Hin- 
zunehmen der gemessenen Absolutwerte der hSheren 

Fourierkoeffizienten in Verbindung mit einem yon 
Modellhypothesen freien und zwangsliiufigen Prozess 
zur Bestimmung ihrer Ni~herungsphasen fiihrt nach 
Fig. 5 zu einer gegeniiber Fig. 2 wesentlich verbesser- 
ten Grundlage fiir die Konstruktion des Punktmodells. 
Aus den Ergebnissen dieser Arbeit liisst sich allerdings 
nicht entnehmen, wie Messfehler in den Absolutwerten 
und in den Phasen der als bekannt vorausgesetzten 
Strukturfaktoren das Ergebnis beeinflussen werden. 
Man muss hierbei bedenken, dass unser Verfahren an 
sich schon eine I~aherung ist - -  im Gegensatz zu den 
urspriinglichen Sayreschen Beziehungen, die ja exakt 
gelten. Sind die Messfehler klein oder vergleichbar 
gegeniiber den in der I~aherung verankerten 'theoreti- 
schen' Fehlern, so ist zu vermuten, dass das Verfahren 
anwendbar ist. Man kSnnte versuchen, diese Frage 
durch eine Fehlertheorie des Einflusses der Messfehler 
zu klaren. I)a aber eine solche Theorie die Kenntnis 
der Fehlerverteilung etc. voraussetzt, erscheint es 
zweckmassiger, das Verfahren z. :B. an dem unmittel- 
bar interessierenden Fall einer Eiweissstrukturanalyse 
zu erproben. Dieses Vorgehen ist umsomehr zu emp- 
fehlen, als das Verfahren leicht zu programmieren ist 
und dann an geeigneten l%echenmaschinen vollautoma- 
tisch ablauft. Ein Vergleich yon Ausschnitten aus den 
Fouriersynthesen bei 2 J~ bzw. bei 1,5 /~ AuflSsung 
wiirde dann sofort zeigen, ob eine Verbesserung er- 
reicht wurde. 

Die vorliegende Arbeit wurde untersttitzt durch 
Sachbeihilfen der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
und durch Spenden des Fonds der Chemie, wofiir wir 
unseren besten Dank aussprechen. 
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