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between the palladium atoms, are considered to be
chiefly of metallic character. This is apparent from the
palladium-palladium distances, which are only slightly
Jarger than the distance 2-7505 A in metallic palla-
dium according to the data by Swanson & Tatge (1953).
The varying bond distances between the palladium
atoms are probably a compensation for the lack of
coordination symmetry.
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Phasenbestimmung durch Quadrierung der Elektronendichte im Bereich
von 2 A- bis 1,5 A-Auflésung
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und Abteilung fiir Strukturforschung am Physikalisch-Chemischen Institut der Technischen Hochschule
Miinchen, Deutschland

(Eingegangen am 26. Januar 1961)

An approximate method for the phase determination of additional structure factors, necessary for
increasing the resolving power of the electron-density projection from 2 to 1-5 A, is described.
This method, which is of special interest for phase determination of protein crystals, is based on
the similarity between the squared 2 A projection and the 1-5 A electron-density map of structures
containing light elements only. The method is applied to some examples.

Einleitung

Die fiir die Strukturuntersuchung von Protein-Einkri-
stallen bisher ausschliesslich verwendete Methode des
multiplen isomorphen Ersatzes erfordert die Parallel-
untersuchung einer grosseren Anzahl von isomorphen
Schweratomderivaten des Proteins. So mussten z. B.
im Falle der Strukturuntersuchung von Myoglobin
insgesamt 6 verschiedene Kristallsorten gleichzeitig
untersucht werden (Bodo et al., 1959). Die damit
verbundene Vervielfachung der experimentellen Ar-
beitszeit ist bei den grossperiodigen Proteingittern
derart betrichtlich, dass bisher die Strukturanalyse
nur bis zu einer willkiirlichen Auflésungsgrenze von
2 A (im Falle von Myoglobin) (Kendrew ef al., 1960)
vorangetrieben werden konnte. Die Anwendung der
Methode des multiplen isomorphen Ersatzes wird
ferner durch eventuelle kleine Abweichungen der
Isomorphie der einzelnen Derivate beeintrachtigt;
solche Phasenfehler wirken sich wiederum bei hohen
Auflésungen besonders aus.

Eine Auflosung von 2 A gestattet bereits ein weit-
gehendes Erkennen der atomaren Struktur, wenn die
entsprechenden Fouriersynthesen mit Kenntnis der
bekannten Atomabstinde, Bindungswinkel und an-
derer stereochemischer Daten interpretiert werden. Es
erscheint daher méglich, ein Modell auf Grund der
Ergebnisse der 2 A-Auflssung zu konstruieren und die
aud diesem Modell berechneten Phasen von Struktur-
faktoren zur Phasierung der experimentell gemessenen

Strukturfaktoren einer Auflosung von 1,5 A zu ver-
wenden.*

In der vorliegenden Arbeit wird nun ein neues
Verfahren fiir eine Ndherungsbestimmung dieser Rest-
phasen vorgeschlagen. Es beruht auf gewissen all-
gemeinen strukturellen Ziigen der Elektronendichte-
funktion in bestimmten Auflésungen und liefert eine
Elektronendichte-Projektion mit einer Auflésung von
1,5 A ohne modellmissige Vorstellungen. Diese Elek-
tronendichte-Projektion kann zur Aufstellung eines
Modelles benutzt werden, das dann selbstverstindlich
iiber wechselseitige Berechnungen von Elektronen-
dichte-Projektionen und Modellstrukturfaktoren wei-
ter verfeinert werden kann. Da dieses Modell auf einer
— wenn auch noch mit Phasenfehlern versehenen —
Elektronendichte-Projektion hoherer Auflésung (1,5 A)
beruht, (die naturgemiss zusitzliche experimentelle
Informationen enthilt) so sollte das Aufstellen des
ersten Modells mit grosserer Sicherheit als aus der
2 A-Elektronendichte-Projektion mdglich sein. Vor-
aussetzung ist natiirlich, dass der Phasenbestimmungs-
prozess nicht derartige Fehler einfiihrt, dass die
zusitzlichen Fourierkoeffizienten das urspriingliche
2 A-Bild verschlechtern. Zur Beurteilung der Giite
der Phasenbestimmung wurden daher im Laufe dieser
Arbeit Testbeispiele durchgerechnet.

* Dies ist die experimentell ungefihr erreichbare Grenz-
auflésung bei Proteinkristallen.
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Grundgedanken des Verfahrens
Berechnet man eine Fouriersynthese einer aus gleichen
Atomen bestehenden beliebigen Kristallstruktur mit
einer Auflosung, in der alle Atome getrennt sind, und
quadriert man diese Elektronendichte-Projektion, so
erhilt man bekanntlich ein Abbild der gleichen Struk-
tur, in welchem die Atommaxima verschirft sind
(Sayre, 1952). Hat man die urspriingliche Fourier-
synthese bei einer bestimmten Auflésung abgebrochen,
5o erhilt man durch ihre Fouriertransformation die
gleiche Anzahl der Fourierkoeffizienten zuriick, wie
sie in die Rechnung eingegeben wurde. Fiihrt man
hingegen eine Fouriertransformation der quadrierten
Elektronensynthese durch, so erhdlt man — wie aus
Faltungssitzen unmittelbar abgeleitet werden kann
— zu den urspriinglichen Fourierkoeffizienten neue
Fourierkoeffizienten hoherer Auflésung. Diese Be-
ziehung lisst sich verallgemeinern: durch Berechnung
einer geniigend hohen Potenz der Elektronendichte
einer ausreichend aufgelosten Synthese lassen sich
beliebig viele Strukturfaktoren der dieser Elektronen-
dichte-Projektion zugrunde liegenden Punktstruktur
durch Fouriertransformierung und ohne Riickgriff auf
ein Modell berechnen.

Dieser Weg zur Gewinnung der Strukturfaktoren
hoherer Auflésung scheint zunidchst im oben disku-
tierten Falle der Eiweissstruktur nicht anwendbar, da
bei einer Auflésung von 2 A die hauptvalenzmissig
gebundenen Atome nicht mehr voneinander getrennt
sind. Tatséchlich ist aber — in Verallgemeinerung des
Sayre’schen Postulates — nicht die Auflésung der
Atome wesentlich, sondern die qualitativ &hnliche
Struktur von zwei Fouriersynthesen verschiedener
Auflésung. Nun lassen sich die atomaren Bindungs-
abstinde einer organischen Struktur in zwei Gruppen
einteilen: In die erste Gruppe fallen die Hauptvalenz-
bindungen, welche zwischen ca. 1,2 und ca. 1,5 A
betragen. Den kiirzesten Nebenvalenzabstand mit ca.
2,7 A hat die Wasserstoffbindung; die Absténde von
durch Dispersionskrifte aneinander gebundenen aro-
matischen Gruppen liegen zwischen ca. 3,4 bis ca.
4,5 A. Nun sind sowohl bei einer Auflésung von 2 A
wie bei einer Auflésung von 1,5 A die Hauptvalenz-
bindungen noch nicht getrennt; hingegen reicht so-
wohl die Auflésung von 2 A wie natiirlich auch die
Auflésung von 1,5 A zu einer Trennung der durch eine
Wasserstoffbindung verbundenen Atome aus. Man
muss daher erwarten, dass die Elektronendichte-
Projektionen bei 2 A und bei 1,5 A einander qualitativ
‘ghnlich’ sind, d.h., dass sie im wesentlichen aus
kontinuierlichen Ansammlungen von Elektronendichte
lings der Hauptvalenzbindungen bestehen. Der Quer-
schnitt dieser Elektronendichteschlangen ist natiirlich
von der Auflésung abhingig. Man kann daher er-
warten, dass eine Zuspitzung durch Potenzierung der
Elektronendichte ein Bild liefert, welches dem wahren
Bild geniigend #hnlich ist, um durch Fouriertransfor-
mation Naherungswerte fiir die Phasen der zusétz-
lichen Strukturfaktoren liefern zu kénnen.

Testbeispiele

Die praktische Erprobung dieses Gedankens wurde an
zwei einfachen Modellstrukturen durchgefithrt, welche
verzerrten, vollig gestreckten Peptidketten entspre-
chen. Die (willkiirliche) Verzerrung dieses (ebenen)
Peptidkettenmodells sollte eine allzu hohe Symmetrie
des Modelles beseitigen. Giinstiger wiren nichtebene
Modelle (etwa ein Teil einer «-Helix), doch wurde von
deren Durchrechnung wegen des hohen Rechenauf-
wandes abgesehen. Eines der Modelle ist zentro-
symmetrisch, das andere azentrisch. Es wurden drei-
dimensionale Schnitte in die Ebene der Peptidkette
gelegt, wobel vorausgesetzt wurde, dass die (drei-
dimensional angenommene) Messung der Struktur-
faktoren bei je 3 Auflésungen* (2,5, 2, 1,5 A) abge-
brochen wurde. Es wurde kein Temperaturfaktor
beriicksichtigt. Da die Atomformfaktoren von C, N, O
bei 1,5 A, besonders aber bei 2 und 2,5 A Auflosung
noch hohe Werte besitzen, bedingt diese Vernach-
lassigung Abbruchfchler bei der Modellrechnung, die
jedoch — wie unsere Ergebnisse zeigten — geniigend
klein waren. Bei Proteinstrukturen sind diese Ab-
brucheffekte wegen des hohen natiirlichen Tempera-
turfaktors sehr viel schwécher.
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Fig. 1. Asymmetrisches Modell, Auflésung 2,5 A.
Elementarzelle: a=4,73, b=6,68 A.

0 b

Fig. 2. Asymmetrisches Modell, Auflésung 2 A.

* Deofinition der Auflésung: Kleinster Netzebenenabstand
der in die Fouriersynthese eingegebenen Strukturfaktoren.



WALTER HOPPE 15

Wir betrachten zunichst die Abbildungen des azen-
trischen Modelles in den verschiedenen Auflésungen
in den Flguren 1 bis 3. Es ist deutlich zu erkennen,
dass bei einer Auflssung von 2,5 A nur ein sehr un-
scharfes Bild der Peptidkette resultlert Es erscheinen
zwar schon die Peptidketten getrennt, aber die Dichte-
sattel an den Stellen kiirzester ‘Nebenvalenzbindungen’
(vgl. 4 in Fig. 1) sind nur um wenig niedriger als die
Stellen geringster Elektronendichte in der Peptidkette
(vgl. B in Fig.1). Von einer auch nur andeutungs-
missigen Zuordnung von Atomen zumDichtebild kann
wohl noch kaum die Rede sein.
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Fig. 3. Asymmetrisches Modell, Auflésung 1,5 A.

Die Abbildung mit nichsthoherer Auflssung (2 A,
Fig. 2) erniedrigt nun betridchtlich den Sattel bei A
und lasst auch das Niveau der Dichte innerhalb der
Ketten weitgehend gleichméssig erscheinen (vgl. B).
Vergleicht man dieses Bild (Fig. 2) mit der hochsten
Auflssung (1,5 A, Fig. 3), so ist die Auﬂosung zwischen
den Peptidketten kaum viel besser als in Fig. 2. Die
Trennung der hauptvalenzméssig gebundenen Atome
ist ebensowenig moglich wie in Fig. 2, doch kann man
— im Gegensatz zur Fig. 2 — die zickzackférmige
Struktur der Kette an Ausbuchtungen der Dichte bei
E und insbesondere bei F erkennen. Es ist damit klar,
dass Fig. 3 eine bessere Lokalisierung der Atome der
Peptidkette gestattet.

Fig. 4 zeigt nun die quadrierte Elektronendichte

0

Fig. 4. Asymmetrisches Modell, Auflssung 2 A quadriert.

von Fig. 2. Die qualitative Ahnlichkeit zwischen Fig.3
und Fig. 4 ist bemerkenswert, wenn natiirlich auch die
Dichteausbuchtungen E und F (Fig. 3) in Fig. 4 ebenso
wenig sichtbar sind wie in der nichtquadrierten Syn-
these von Fig. 2. Wendet man nun den vorgeschlagenen
Phasenbestimmungsprozess an, d. h., bestimmt man
anlehnend an das Sayre’sche Verfahren durch Faltung
im reziproken Raum oder durch Riicktransformation
der quadrierten Dichtefunktion* N&herungsphasen
fiir die neu hinzutretenden Fourierkoeffizienten (deren
Absolutwerte als ‘gemessen’ vorliegen), so ergibt die
Fouriersynthese das Bild von Fig.5. Man erkennt

0

Fig. 5. Asymmetrisches Modell, Fouriersynthese, Auflésung
1,5 A; Phasen der Fourierglieder 2 bis 1,5 A aus der qua-
drierten Fouriersynthese der 2 A-Auflésung hestimmt.
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Fig. 6. Vergleich der zusatzlichen Strukturfaktoren (2 bis
1,5 A Auflosung). Ausgezogen: aus dem Modell berechnet,
strichliert: aus quadrierter Elektronendichtesynthese (in
2 A-Auflésung) berechnet.

* In unseren Rechnungen wurden die Fourierkoeffizienten
durch Riicktransformation gewonnen.
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sofort, dass nun auch — im Gegensatz zu Fig. 4 —
Dichteausbuchtungen bei E und F auftreten, welche
wie in Fig. 3 die Zickzackstruktur der Peptidkette
andeuten. Das Bild in Fig. 5 ist damit eindeutig
reicher an chemischer Information als die Bilder von
Fig. 4 bzw. Fig. 2, wenn auch die nur ndherungsweise
bestimmten Phasen der zusétzlichen Fourierkoeffi-
zienten nicht die volle Bildqualitit von Fig. 3 zu-
lassen. In Fig. 6 sind zur weiteren Beurteilung der
Giite der Phasenbestimmung die neu hinzutretenden
Strukturfaktoren der quadrierten Elektronendichte-
Projektion (Fig.4) mit den berechneten Struktur-
faktoren des Modells (Fig. 3) verglichen; der gemit-
telte Phasenfehler ist ungefahr 39°.

Tn den Figuren 7, 8, 9, 10, 11 ist das Ergebnis der
gleichartigen Rechnung fiir ein zentrosymmetrisches
Modell enthalten. Entsprechend der Zentrosymmetrie
ist das Ergebnis hier sogar noch giinstiger. Tabelle 1
vergleicht die Strukturfaktoren der quadrierten Syn-
these (Fig. 10) und der 1,5 A-Synthese von Fig. 9.

Die neu hinzutretenden Strukturfaktoren liegen
ausserhalb der gestrichelten Umrandungslinie. Von
22 Strukturfaktoren haben nur 2 Strukturfaktoren
falsches Vorzeichen, wihrend drei weitere Struktur-
faktoren im Vorzeichen unbestimmt bleiben, da ihre
Absolutwerte in der quadrierten Struktur gleich Null
sind.
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Fig. 7. Zentrosymmetrisches Modell, Auflésung 2,5 A.
Elementarzelle: a=9,46, b=6,68 A.
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Fig. 8. Zentrosymmetrisches Modell, Auflésung 2 A.
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Fig. 11. Zentrosymimetrisches Modell, Fouriersynthese, Auf-
lésung 1,5 A; Vorzeichen der Fourierglieder 2 bis 1,5 A aus
der quadrierten Fouriersynthese der 2 A-Auflésung be-
stimmt.

Es ist an sich nicht unbedingt erforderlich, durch
Quadrierung zu verschirfen; jede Potenzierung mit
einem Exponenten grosser als Eins fithrt, wie bereits
eingangs erwdhnt, zu neuen Fourierkoeffizienten
hoherer Ordnung. Wir haben aber auf eine einfache
empirische Weise zeigen koénnen, dass die Quadrierung
fiir Bilder organischer Strukturen mit Auflésungen
von 2 und 1,5 A gut angepasst ist. Vergleicht man
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Tabelle 1. Vergleich der Strukturfaktoren der quadrierten Elektronendichte (eingeklammerte Werte) mit den
berechneten Strukturfaktoren des Modells

Zentrosymmetrisches Modell

h — 0 1 2
k 4 0,3) 382 (—09 —0,4 0,3) —0,6
b o i A
2 (—10,4) —9,6 1y 1,2 (—0,5) —2,2
T (0,4) —0,1 (3,9) 4,0 (8,1) 7,3
0 (39,1) 37,1 0,2) 0 (—13,6) —13,6
1 (0,4) —0,1 (4,8) 4,1 (—8,00 —17,0
2 (—10,4) —9,6 (—0,5) 0O (—0,8) —2,4
3

ndmlich den Abfall der Dichte zwischen zwei Atomen
(Nebenvalenzabstand von 3—4 A) in den quadrierten
Synthesen (Fig.4 und 10) und den Synthesen mit
1,5 A Auflssung (Fig. 3 und 9), so findet man, dass
dieser Abfall ungefihr gleich ist. In Fig. 12 ist dieser
Vergleich durchgefiihrt.

400

300+

200+

4 R

Fig. 12. Querschnitt eines von seinen Nachbarn ca. 3-4 A
entfernten Atoms; (z) in der quadrierten 2 A-Synthese
(strichliert), (b) in der 1,5-Synthese (ausgezogen).

Enthilt eine Struktur wenige schwere Atome (z.B.
Fe in Myoglobin), werden die Strukturfaktoren der
quadrierten Elektronendichte durch das zu hohe Ge-
wicht der Schweratome verfilscht; es ist dann er-
forderlich, dieses Gewicht durch Subtraktion der
Strukturfaktoren einer, nur Schweratome enthaltenden
Teilstruktur entsprechend zu reduzieren.

Die Testbeispiele zeigen, dass das vorgeschlagene
Verfahren zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt: Das Hin-
zunehmen der gemessenen Absolutwerte der hoheren

AC15—2

17
3 4 5 6

...... 0,8) 40 (=09) —19

(3.6 38 : (0 20 (=07 03
(—2,6) —2,4 (2,9) 5,4 (1,0) 1,2 (0) 0

(0,8) 0,6 6,2) 6,9 0,5) 0,5 (—1,9) —2,7
(—2,7) —2,3 (—22) —43 0,7) 1,4 0 —0,3
(-5,2) —4,7 i ) 2,8 (0,5) 0,3

(0,3) 1,2

Fourierkoeffizienten in Verbindung mit einem von
Modellhypothesen freien und zwangsldufigen Prozess
zur Bestimmung ihrer Niherungsphasen fiihrt nach
Fig. 5 zu einer gegeniiber Fig. 2 wesentlich verbesser-
ten Grundlage fiir die Konstruktion des Punktmodells.
Aus den Ergebnissen dieser Arbeit ldsst sich allerdings
nicht entnehmen, wie Messfehler in den Absolutwerten
und in den Phasen der als bekannt vorausgesetzten
Strukturfaktoren das Ergebnis beeinflussen werden.
Man muss hierbei bedenken, dass unser Verfahren an
sich schon eine Niherung ist — im Gegensatz zu den
urspriinglichen Sayreschen Beziehungen, die ja exakt
gelten. Sind die Messfehler klein oder vergleichbar
gegeniiber den in der Ndherung verankerten ‘theoreti-
schen’ Fehlern, so ist zu vermuten, dass das Verfahren
anwendbar ist. Man konnte versuchen, diese Frage
durch eine Fehlertheorie des Einflusses der Messfehler
zu kliaren. Da aber eine solche Theorie die Kenntnis
der Fehlerverteilung etc. voraussetzt, erscheint es
zweckmissiger, das Verfahren z. B. an dem unmittel-
bar interessierenden Fall einer Eiweissstrukturanalyse
zu erproben. Dieses Vorgehen ist umsomehr zu emp-
fehlen, als das Verfahren leicht zu programmieren ist
und dann an geeigneten Rechenmaschinen vollautoma-
tisch ablduft. Ein Vergleich von Ausschnitten aus den
Fouriersynthesen bei 2 A bzw. bei 1,5 A Auflésung
wiirde dann sofort zeigen, ob eine Verbesserung er-
reicht wurde.

Die vorliegende Arbeit wurde unterstiitzt durch
Sachbeihilfen der Deutschen Forschungsgemeinschaft
und durch Spenden des Fonds der Chemie, wofiir wir
unseren besten Dank aussprechen.
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